Estimateur du maximum de vraisemblance
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Rappel (Borel Cantelli). Soit (A,)nen une suite d’éveénements
(i) SiY,enP(A

n) < oo alors

P(limsupA,) =0

n—o0

ou de maniére équivalente

{neNwe A,} est fini p.s

(i) Si YpenP(An) =

oo et si les évenements A,, sont indépendants, alors

P(limsupA,) =1

n—o0

ou de maniere équivalente

{neN:we A,} est infini p.s.

Théo. Soit X4, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées selon la loi Py = U([0,0]) avec 6 > 0. On note 0, l’estima-
teur du maximum de vraisemblance du parameétre 0. Alors

0, = X;
0= 1%
(ii) 0, est biaisé car Eg[0,] = 0.

(iii) O, est fortement consistant ie 0, Yo pgs ~ 0

(iv) La vitesse de convergence de 0,, vers 0 est L car n(6, —0) n_foo —&£(3).

(v) Le risque quadratique vaut

R . 262
Bol(0n — 0)) = (n+1)(n+2)

Démonstration. (i) X, ..., X,, variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées selon la loi Py = U([0,0]) avec 6 > 0, elles ad-
mettent donc une densité par rapport a la mesure de Lebesgue qui est,
pour tout i € [1,n],

1
Fxi(t) = 51a(t).
On définit le modele statistique comme étant
((R+)n7 B((R+)n)7 (P9)9>0)-

Ainsi, le modele admet une vraisemblance qui s’écrit, pour tout 6 > 0

Lo (Xy,.... X0, 0) = fo(Xy)...fo(X,,) car les X; sont indépendantes

1
et 9”1[09 (Xl)]]-[O,G](Xn>
- si max (X;) <¥6

_ Z i€[Ln]
0 sinon

max X; 0
i€[1n]

On a donc
0, = max (X;)

i€[1,n]

(i) Montrons que 0, est biaisé.
On calcule la loi de 6,, donc sa fonction de répartition. Comme les X;
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sont & valeurs dans RT, 6, est & valeurs dans R*. Pour tout ¢ € R¥,

F; (1) = Po(6, <t)

_{5

La fonction ¢t — Fy est dérivable sur R d’ou én admet une densité

g)n sit <6 car X; ~U([0,6])

sinon

par rapport a la mesure de Lebesgue. Ainsi, on a

o, ()

On a donc

]EG [én]

(iii) Montrons que 0, est fortement consistant ie montrons que 0,

Soit € > 0. Alors
Py(|0, — 0] > ¢) =

1
1
1

1

(

_ g (;)n_l Lo (t):

— /wtfén(t)dt

n 0
= — [ tdt

o

n 9n+1
- n+1 67
B n
 on+1

n—oo

—Py(|0, — 0] < &)
—P(0 —e <0, <be)
— (£, (0+¢)—Fy (0 —¢)

—(1—<T> ) car 0 +¢e >0

9—5)" 0—¢
avec 7 <1

0

On a donc le terme général d'une série géométrique de raison stricte-
ment inférieure & 1. Ainsi, 3,1 P(]6, — 0] > ¢) converge.
Par le théoreme de Borel-Cantelli, en posant A,, = {|0, — 0| > ¢}, on
obtient
Pg(hﬁg}ffln) =1
c’est-a-dire que
Ve > 0,Pyp.s, In € N*,Vk > n|f, — 0| < e.
En particulier,
A 1
Vp € N*, 3N, négligeable ,Vw € Ny, 3n € N*,Vk > n, |0 (w) — 0] < —.
p

Considérons maintenant N = (Jpen- Vp. On a que N est négligeable.
On obtient donc que

A 1
Yw € N¢Vp e N*, In € N* Vk > n,|0k(w) — 0| < —
p

c’est-a-dire que

A 1
Py p.s (Vp e N, dn € N* Vk > n, |0, — 0] < 5)

On a donc bien le résultat.

(iv) Sif, €[0,6], alors on a 0 < n( — 0,,) < nb. Soit t € [0,n0], on a

Po(n(6—0,)>1) = PBy(0—- >0,)
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On a donc
t

d’ou le résultat.

(v) Le risque quadratique est

Eol(0, = 0)°] = Eolf} — 20,0 + 07
= Eg[0?] — 20E,[0,] + 62

De plus, on a

B2 = [ 260
0 n tn—l—l

B 0 00n1 dt

n 9
= — [ "tat
5 )

n 9n+2

97n+2
o 9

n -+ 2

En revenant au calcul du risque quadratique, on obtient

. n n
Eg[(&n - 9)2] = n+ 2(92 - 262m + 02
B 92<n2+n—2n2—4n+n2+3n+2>

(n+1)(n+2)

20?
(n+1)(n+2)

Lecons possibles : 262 - 263




